
109學年度北二區 (新竹高中)
普通型高級中等學校數理及資訊學科能力競賽

(數學科口試參考答案)

口試一：給定正整數 a,n,是否必能找到數列 a1,a2, · · · ,an滿足
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【證】是的. 1+ 1
ai
= ai+1
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, 因此只要讓前後分數的分子分母對消即可. 項數可以

放大調整.
例如給定 a = 3,則
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註: 如果學生兩題答題非常順利,本題可以繼續追問
(相當困難)給定正整數 a,n,證明只有有限多組 (a1,a2, . . . ,an)使得
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證明:　必須加強命題: 對於每個正有理數 r,證明只有有限多組 (a1,a2, . . . ,an)使
得
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可以用數學歸納法. n = 1對固定的 r至多一個解,成立. 設 n−1成立. 則考慮 n時:
r ≤ 1顯然沒有解. r ≥ 1時不失一般性令 a1為 a1, . . . ,an中的最小值. 則 r ≤ (1+ 1

a)
n,

故 a1 ≤ 1
r

1
n
,因此 a1的值只有有限多個.

對每個 a1 的取值, 由歸納假設, 知只有有限多組 a2, . . . ,an 滿足 r a1
1+a1

= ∏n
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). 因此由數學歸納法成立.



口試二：已知△ 𝐴𝐵𝐶中，∠A = 60°，𝐴𝐵 > 𝐴𝐶，點 O為外心，且兩條高𝐵𝐸, 𝐶𝐹交於

H點。若點M,N分別在線段𝐵𝐻,𝐻𝐹上，且𝐵𝑀 = 𝐶𝑁，則
𝑀𝐻+𝑁𝐻

𝑂𝐻
的值為_________。 

 

 

【解】 

(1). ∠BHC 

= 180° − ∠HBC − ∠HCB 

= 180° − (90° − ∠C) − (∠90° − ∠B°) 

= 180° − (180° − ∠C − ∠B) 

= 180° − ∠A = 120° 

(2). ∠BOC = 2∠A = 120° 

故 B,C,H,O四點共圓。 

(3). 𝐵𝑂 ∙ 𝐶𝐻 + 𝑂𝐻 ∙ 𝐵𝐶 = 𝐵𝐻 ∙ 𝑂𝐶 

(4). 設△𝐴𝐵𝐶外接圓半徑為 r，則𝐵𝐶 = 2𝑟 ∙ sin 𝐴 = √3 ∙ 𝑟， 

且𝐵𝑂 = 𝑂𝐶 = 𝑟 

(5). 代入(3)得 

𝐶𝐻 + √3 ∙ 𝑂𝐻 = 𝐵𝐻 

(6). 
𝑀𝐻+𝑁𝐻

𝑂𝐻
=

(𝐵𝐻−𝐵𝑀)+(𝐶𝑁−𝐶𝐻)

𝑂𝐻
=

𝐵𝐻−𝐶𝐻

𝑂𝐻
= √3 


